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Als Gründer der Integrationsmethoden der nicht 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
ist Lagrange zu betrachten, welcher im Jahre 1772 
einen allgemeinen Weg angab zur Integration derselben 
für den Fall von zwei Variablen. Alle späteren Be- 
mühungen sind darauf ausgegangen, diese Methode zu 
verallgemeinern. Der erste , welcher dies versuchte, war 
Ff äff ^ im Jahre 1814. Er führte die Integration zurück 
auf die einer Reihe von Systemen gewöhnlicher Diflferen- 
tialgleichungen. Fünf Jahre später zeigte' Cauchy*)^ 
dass zur Auffindung einer vollständigen Lösung nur nö- 
thig sei die vollständige Integration eines jener Pfaff- 
sehen Systeme. Seine Arbeit wurde jedoch in Deutsch- 
land wenig bekannt, und so kam es , dass Jacohi **) im 
Jahre 1837, unabhängig von ihm und auf andrem 
Wege, zu denselben Resultaten gelangte, und zwar mit 
Zugrundelegung der Hamütonschen Principien. Cauehy 
und Jacobi zeigten, dass die Auffindung einer voUstän^ 
digen Lösung von 



*) Exercices d'Anal. et de Phys. math., t. II. 

**) CreUe L 17. 

1* 



(1) -e-f^ + H(i,9,--q„ö^^-Q^-) = ^' 

auf welche Form sich jede partielle Difierentialgleichung 
I. Ordn. bringen lässt, äquivalent ist der vollständigen 
Integration des Systems gewöhnlicher Differential- 
gleichungen *) 

/o. ^k dH ^Pk dH ^ 

H=H{q^q^..q^p^..pJ. - 

In demselben Jahre 1837 scheint Jacobi bereits den Grund- 
gedanken gefasst zu haben zu seiner neueren Methode, 
welche indes erst 1862 von Clebsch**) veröffentlicht ist. 
Dieselbe besteht im Wesentlichen in Folgendem: Durch 
ein einziges Integral der Gleichungen (2) gelingt es, die 
Auffindung einer vollständigen Lösung von (1) zurückzu- 
führen auf die Auffindung einer gleichzeitigen Lösung 
zweier partiellen Differentialgleichungen I. Ordn. mit je 
n — 1 unabhängigen Variablen; diese kann man in ana- 
loger Weise weiter reduciren, und zwar i. A. so: Um 
ein System von m — 1 partiellen Differentialgleichungen 
zurückzuführen auf ein solches mit m Gleichungen, ist 
es nöthig, je ein Integral zu kennen von m — 1 canoni- 
schen Systemen. Ist man so schliesslich zu n simulta- 
nen Gleichungen gelangt, so erhält man eine vollständige 
Lösung von (1) einfach durch eine Quadratur. 



*) Ein S'-stem gewöhnlicher Differentialgleichungen von der 
Form (2) so- im Folgenden kurzweg ein canonüchea System ge- 
nannt werde . 
**) Grelle I. 60. 



Späteren Untersuchungen ist es gelungen, diese 
Methode derartig zu yereinfachen, dass man, um vom 
m — Iten zum »iten Systeme zu kommen, nicht, wie 
oben, je ein integral Ton m — 1, sondern Ton weniger 
canonischen Systemen braucht. In der That, der nächste 
Fortschritt, die Methode von Weiler und Clehsch*)^ 
reducirt die Anzahl dieser Systeme von w — 1 auf 2. 
Ferner hat Herr Mayer**) gezeigt, dass nur ein Inte- 
gral eines einstigen Systems nöthig ist, und zwar eines 
canonischen Systems von 2 (w — w+l) gewöhnlichen 
Differentialgleichungen. 

Von einem wesentlich verschiedenen Standpunkte 
aus hat endlich Herr Lie***) die Integration der part. 
Diffgl. I. Ordn. angefasst. Durch seine Methode, wie 
sie analytisch zuerst von Mayer f) dargelegt ist, gelingt 
es, durch die Kenntniss eines Integrals von (2) die Glei- 
chung (1) mit n unabhängigen Variablen zu reduciren 
auf eine andre mit nur noch n — 1 unabhängigen Va- 
riablen. Man bemerkt leicht, dass diese Methode im 
Grunde genommen genau dasselbe leistet, wie die zu- 
letzt vorher angeführte. 

Es ist der Zweck des folgenden Aufsatzes, zu zei- 
gen, wie man, ausgehend von einem gewissen die Trans- 
formation canonischer Systeme betreffenden Satze, eben-- 
falls zu einer Integrationsmethode der part. Difigl. I. 



*) Grelle I. 65. 
**) Math. Ann. V. 
*♦*) Gott. Nachr. 1872, Nr. 19. 

t) Math. Ann. VI. 
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Ordn. gelangen kann, und zwar indem man ebenso, wie 
es in der zuletzt angeführten geschieht, darauf ausgeht, 
vermittelst eines Integrales des Systems (2) die part. 
DififgL (1) auf eine andre mit einer unabhängigen Varia- 
blen weniger zurückzuführen. Es möge erlaubt sein, 
die Art und Weise, in welcher dies geschieht, durch 
die nachfolgende schematische Inhaltsangabe kurz zu 
characterisiren : 

I. Theil: 
Transfof^ation eines canonischen Systems. 

§ 1 Ableitung der Hamiltonschen^ Lagrangeschen^ Pois- 
sonscheuy Jacobischen und einiger andren ähnlich 
gebildeten Gleichungen aus einer einzigen Gleichung. 

§ 2 Die Transformation eines canonischen Systems*). 

n. Theil: 

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen 

erster Ordntmg. 

§ 3 Die Beciprocität zwischen einem canonischen Sy- 
steme und einer part. Diflfgl. I. Ordn. 

§ 4 Ueb^r einen gewissen Zusammenhang der Integrale 
eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen. 

§ 5 Vermittelst eines Integrals eines canonischen Sy- 



*) Alles, was der erste Theü enthalt, ist im Wesentlichen den 
academischen Vorlesungen von Herrn Prof* Schering entnommen. 
Es schien des Zusammenhangs und der Abrundang halber wün- 
Bchenswerth» dasselbe, als Veranlassung und Fundament der spä- 
teren Untersuchungen über partieUe Dififerentialgleichungen I. Ord- 
nung diesen vorauszuschicken. 



stems wird eine part. Diffgl. mit n unabhängigen 
Variablen zurückgeführt auf zwei andre, deren eine 
n — 1, deren andre eine beliebige Anzahl, höch- 
stens ebenfalls n — 1 unabhängige Variable hat. 

§ 6 Während nach dem vorigen Paragraphen die eine 
der beiden zu integrirenden Gleichungen erst nach 
Integration der andren aufgestellt werden konnte, 
wird gezeigt, dass diese Beschränkung überflüs- 
sig ist. 

§ 7 Die Lie-Mayersche Methode ergiebt sich leicht mit 
Hülfe des in den vorigen Paragraphen Entwickelten. 



Erster Theil: 

Transformation eines cänonisclien Systems. 

§ 1. 

AMeitung der Hamiltonschen, Lagrangeschen, Pois- 

sonschen, JacoMschen und einiger andren ähnlich 

gehildeten Gleichungen aus einer einzigen 

Gleichung. 

Es wird zunächst am Platze sein, diejenigen Glei- 
chungen anzuführen, welche unter den obigen nicht un- 
gebräuchlichen Bezeichnungen verstanden sind. 

Sei gegeben eine beliebige Function der 2(w— 1) 
Variablen ff g. ..« a, ..a 
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und bilde man durch Diflerentiiren 



(1) 



80 



= P 



dO 



1^ da. 



— h^, Ä; = 2, 3, . . w, 



so kann man aus den Gleichungen (1) i. A. immer 
2 in — 1) der Variablen q^ ^-Q a . . a p . ♦ » J« . . 6 aus- 

drücken durch die 2{n — 1) andren. Wendet man, dem 
entsprechend, verschiedne Differentiationszeichen an, und 
zwar so, wie sich aus der nachfolgenden Tabelle ergiebt : 



Charakte- 
ristik 



d 



Veränderliche 



abhängige 




unabhängige 



a 



2 



q a ,, a 



a^ ** a h . . 6 

2 n 2 n 



32 • • äA • • i'« 



so sind , wenn man noch allgemein zur Abkürzung 
schreibt 



d{xy) j..^ dx_dy _ dxdy 
d (uv) du dv dv du 



die Hamiltonschen Gleichungen: 

^Ph ^Pi ^h ^h ^Ph 



äqi 



dq^ da- 



äaj^ da^ 






die Lagrangeschen Gleichungen: 



X=n d(qjß)j) k=n d{qjp j) X=n d (q^jp^) JO f ür Ä 4= t 

1=2 d(afi^ ~x^^d{bpj^ ~ ' x= 2 <? {%\) ~ 1 1 für A = i, 

die Poissonschen Gleichungen: 

die Jacobischen Gleichungen: 

dq^ Ö6. dg^ da. 






da. dp,^ db. dp 



dp. db- dp, da. 



— — > 



da. dq^ dbi dq^ 

WO h und i alle Werthe 2,3, . . w annehmen können. 

Es soll also jetzt gezeigt werden, wie man alle 
diese Gleichungen ableiten kann aus einer einzigen. 

Nach (1) ist 

Bezeichnet man demnach mit J und zwei beliebige 
von einander unabhängige Differentiationen, bei denen 
es noch dahin gestellt bleibt, welche der Variablen als 
yeränderlich zu betrachten sind, so kann man schreiben: 

JO = 2(p^Jq^-b^Jaj), 0O= ^CPj^&ij^ ~ ^j,®%) 
Wendet man bei diesen Gleichungen noch einmal die 
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0, resp. J Differentiation an, so überzeugt man sich 
leicht, dass die Gleichung besteht: 

(2) Sißp^Jqj^-Jpj^e^j) = 2{0h^Ja-Jbea^. 

Diese Gleichung gilt also, welche der aus (1) darstell- 
baren Grössen man auch als variabel in Bezug auf die 
Differentiationen J und @ betrachtet. Man ist daher 
z. B. berechtigt, zu setzen 

0a^ = 0, Jq^^ = für Ä 4= Ä, 
Ja = 0, 0g = für Ä =1= i, 

wo für Ä, wie im Folgenden stets, nach einander die 
Zahlen 2, 3 . . n zu setzen sind. Durch > diese Substitu- 
tionen geht (2) über in 

Analog ergiebt sich 



= — ! durch 
dai da. 



0qk = 0, &a,=0 * + », 



__ = — —durch I * * 

(Ja. öq^ y&q^ = 0, ©a, =0 Ä ^= ». 
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Dies sind aber die Hamiltonschen Gleichungen. Die 
Lagrangeschen ergeben sich ähnlich. Setzt man näm- 
lich, um dies an einem Beispiele zu zeigen, 

Jlj^ = 0, Jaj^ =0 Ä =1= Ä, 

06^ = 0, 0a^ = Ä + i, 

so ergiebt sich aus (2) 

l^niäp^ dq^ dq^ dp^ \ 

*» h t h ' 

k=nä{p q) 
2 , * * = 0, 

Man bemerkt leicht, dass auch noch die folgenden 
Gleichungen bestehen müssen: . 

i=»ö(ai) i^nd{ab) i=„d(ab) .Oh=^i 

(3-) 2: — — — = 2 — — - = S* -— = J 

l=id(q^q.) i=2d(p^^ i=2%/-) 11Ä=*. 

Nämlich durch die Substitutionen 

Jp^ =0, '^q^ = Ä 4= Ä, 
0p^ = 0, &qj^=0 h ^ i, 

wird aus (2) 

i=.nfi\ db^ da db^ . 

= S\^ Jq.^- &q— ;=- @q. —- Jq\ d. h. 
i=nlÖgj ^dq. ^ dq. ^* dq^ ^h\ 
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2 ( = 0, etc. 

Um ferner die Jacobischen Gleichungen abzuleiten, setze 
man in (2) 

Jp^ = 0, ^q^ = * + Ä, 

0b^ = 0, 0a; = k 4^ % 

k k ' 

SO dass man erhält: 

dp dl. 

^2j. -T~ ®^* = — ®^ • :ä~ ^2r 

dp. Ö6. 

h t 

da. da' 

% h 

Analog ergeben sich auch die drei übrigen in der fol- 
genden Golonne rechts stehenden Gleichungen in Folge 
der links stehendem Substitutionen: 

^% = 0, ^i>^ = Ä + Ä, dg^ da. 

Qa^ =0, 06^ = Ä 4= i, rföT ~ ~ W^ 

Jp^ = 0, ^gj^ = ^ k ^ h, dph da. 

0a = 0, 06_ = fc + i, ^ "^ dq. 

Ja = 0, Jp =0 Ä 4= Ä, c?q^ Ö6^. 

06 =0, 0a. = Ä 4= ^> ^öt. öp. 

Die Poissonschen Gleichungen ergeben sich leicht 
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durch Combination der Lagrangeschen und Jacobischen. 
Combinirt man ferner die letzteren mit den Gleichungen 
(3), so erhält man noch: 

X=nd(q.q^ X=nd(p.p^ k=nd(q^^ jO, Ä + i 

l=2d(a^b^ ~ i=^d{a^^~ '^=2^«^ ~ 11, h=L 

Es ist für das Folgende nöthig, zu untersuchen, 
wie sich die Jacobischen Gleichungen gestalten, wenn 
man zur Bildung der Gleichungen (1) nicht eine Func- 
tion von 2{n — 1), sondern von 2w — 1 Variablen zu 
Grunde legt 

Es sei gegeben eine beliebige Function P der 2w — 1 
Variablen q q^ ..q a ,. a und man bilde 

Je nachdem man sich nun vermittelst (1) die Grössen 
E, q .q .. q p . . « durch qa , , a b^ .,b , oder 

Ea ., a b ,. b durch q q * ^ q p .. p ausgedrückt 

2 n 2 n ^1^2 n 2 ^ 

denkt, mögen die Differentiationszeichen d oder d ge- 
braucht werden. Bedeuten dann wieder J und zwei 
von einander unabhängige Differentiationen, bei denen 
es dahin gestellt bleibt, welche Grössen als veränderlich 
und welche als constant anzusehen sind, so ergiebtsich, 
analog wie Gleichung (2), 

2(0p^Jq^ — Qq^Jp^ = 
2 (06 Ja — Qa Jb ) + QEJq^ — Qq JE. 
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Man könnte aus dieser Gleichung offenbar zunächst 
alle diejenigen, weiche oben angegeben sind, leicht her- 
leiten. Es zeigt sich aber, dass ausser 'denselben im 
jetzt betrachteten Falle noch andre existiren. Macht 
man nämlich in (5) die Substitutionen 

0a = für Ä 4= Ä, 
SO ergiebt sich 

= — &a. ^- Jq^ + Jq^ -j- ©a., also 

1 n 

dE ^\ 



da. 



eä. 



Analog ergeben sich noch die vier folgenden rechts 
stehenden Gleichungen aus den links . angegebenen Sub- 
stitutionen: . 



= ^q^ — ^Pj^ — 0«;^ — 


©2 


d^ 


da. 

n 


06—0 Ä 4: Ä, 




d6, — 


dq. 


= ^a^ — db^ — ©ä^ — 


0äi, 


dp^ 


1 

' ÖE 


02,-0 Ä; + Ä, 




\ 


^h 


^«* ^*Ä % 


%i, 


\ 


dE 


0Pj^ — 0, * + Ä, 




\ 


dp^ 


Ja^ Jb^ ©2^ 


©i»;^ 


dE 

dq^ 


dE 

öq. 
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Dieses Resultat kann man so aussprechen: 
Hat man eine beliebige Function O der 2n — 1 
Grössen Q^Q^*^ Q a^ .. a und setsit (für Ä = 2, 3, . . w) 

wendet man ferner das Differentiations^eichen d an, 
falls eine Function ausgedrückt ist durch q g. . . g^ i? . »i? 

während d entsprechend für i^a .. a b . . 6 gilt, so 
bestehen die Gleichungen: 

\ Ö6. dq^ da. dq^ q^ 



da. 

• t 


dp^ 


db. 

t 


dp^ 


dq^ 


dp^ 


dp^' 


db. 


^^k 


da. 


^^h 


dE 


da. 


^h 


db. 


^«A 


dq^ 


;Ö3, 


dE 


db. 


dE 


da. 
% 


dE 


dE 



da. dq db. dq dq dq 

§ 2. 

Die Gnransformatlon eines eanonischen Systems. 

Es sei wieder gegeben eine beliebige Function 

"^^1^2 ^«2 n^ 

und man bilde die Gleichungen: 
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Es handle sich darum, die hierdurch als Functionen 
von q q^.-q P^ -» P definirten Grössen a , .a b ,,h 

an Stelle jener als neue Variable einzuführen in : 

(Es ist aus (2) von selbst klar, dass das Zeichen D bei 
der Differentiation angewendet ist, wenn man sich eine 
Function ausgedrückt denkt durch q und die 2{n — 1) 

Integrationsconstanten). Man hat zunächst mit Berück- 
sichtigung der Relationen (1) 

Baj^ da^ l=.n /da^ Dq^ öa, Bp. 



i=2 \dq^ Dq^ "^ dp^ Dq^ ) 



I>tL^ dq^ 1=2 \dq,^ -Dg^ 

Diese Gleichung geht aber, wenn man bemerkt, dass, 
in Folge (1), der Satz von § 1 gilt, sowie die Gleichun- 
gen (2) berücksichtigt, unmittelbar über in: 

^% dE A=« A dH \dH\ 

Bq^ db^ + ,Z, K dp^ + db^ dqj 

dE, ,dH_ d{U—E ) 

Da sich noch analog ergiebt — ^ 



Bq da 

1 t 



k 



so kann man das so erhaltne Resultat, welches die 
Grundlage der späteren Untersuchungen bilden wird, so 
aussprechen : 
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Sei gegeben das canonische System 
dq_j^ öH di>^ dB 

SO kann man dasselbe^ falls man eine beliebige Function 
O der 2w — 1 Grössen (g. g,^ -- ^ a .. a hat und setzt 

12 n A ft 

... dO dO . dO _ 

dq^^ ^k' da^ dq^ 

transformiren in das andre 

da^ d(H—E) db^ d(H-E) 



(3) 



dq^ db, ' dq^ da 

1 k l 



WO H^E vermittelst der Gleichungen (1) ausjsudriicJcen 
ist in qa^ .. a b^ ..b . Kennt man nämlich die Inte- 

12 n 2 n 

grale von (3), so gehen dieselben durch die Substitutio- 
nen (1) in die von (2) Ober*). 



*) Von diesem Transformationssatze ist der von Jacohi (Dy- 
namik p. 447) angegebne ein specieller Fall, nämlich der, dass 
9, in 4> nicht enthalten ist, also ^ = wird. 
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Zweiter Theil: 

Die Integratton der partiellen DUTerential- 
gleichungen erster Ordnung. 

§ 3- 

Die BeeiproeitSt zwischen einem eanoniselien Sy- 
steme und einer partiellen Diffgl. I. Ordn. 

Schon Cauchy und Jacobi haben gezeigt, dass, um 
eine part. Dififgl. I. Ordn., deren allgemeinste Form 
ja ist 

ZU integriren , es nur nöthig ist, die vollständigen Inte- 
gralgleichungen des canonischen Systems 

dqj^ dH dp^ dH 

rfy dp dq dq, ^ i^« w^2 ^n) 

ZU finden. Es ist nun leicht, die Beciprocität der Glei- 
chungen (1) und (2) nachzuweisen, wenn man von dem 
im vorigen Paragraphen angegebnen Fundamental- 
theorem ausgeht. Nach diesem kann man, mit Hülfe 
einer beliebigen Function O von g g ••2n^s**^«' ^^ 
(2) neue Variable a^..a b . . J einführen, deren Zu- 

sammenhang mit den ursprünglichen gegeben ist durch 
die Relationen 
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Die transformirten Gleichungen (2) haben nämlich dann 
die Form 

da, d{H—E) db^ d{H—E) 
z 

dq^ dh^ ' dq^ da^ ' 

WO H—E ausgedrückt ist in g a . . a 6 . . i . Es ist 

12 9S 2 fi 

nun bis jetzt über die Transformationsfunction O wei- 
ter keine Voraussetzung gemacht, als dass sie die n Va- 
riaben q q^.^q und noch n — 1 willkürliche Grössen 
*i ^2 *n 

enthält. Könnte man sie speciell so wählen, dass H — E 
identisch gleich Null würde, so wären, nach (4), die 
a . . a b ..b offenbar selbst Integrationsconstante, also 

die Gleichungen (3) die Integralgleichungen zu (2). Eine 
solche Function aber, welche in Folge (3) H — E = 
macht; ist eine jede vollständige Lösung V = 
(q q .,q a..a) von (1). Denn, wie man aus der 

Definition von E und der Gleichung (1) sieht, wird 
dann H—E = identisch erfüllt, falls man H — E 
ausdrückt in q q^^q a ..a . Diese Identität kann 

aber unmöglich dadurch aufgehoben werden, dass man 
darin die q^.* q ausdrückt durch q, a^ -*a b^ ..b wie 

2 n 1 ^ n 2 n 

es in Folge (3) möglich ist. Es gilt also der Satz: 
Hat man eme vollständige Lösung 

2* 
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er , „^ er er^ . 

dq^ ' ^1^2 »ög^ ög ' 

^1 *2 n 



gefunden y so hat man in 

da, ^ öa, "" * 

diß t;oZb^äne7i^6n Integralgleichungen des canonischen 
Systems 

dq^ dH dpj^ dH 

dq dp dq^ dq^ ^12 ^n^g w^ 

Enthält, wie es i. A. im Falle der Mechanik Statt 
findet, H die Variable q gar nicht, so ist es zur Inte- 
gration von (2) offenbar nur nöthig, eine vollständige 
Lösung zu finden von 

dV dV 

B(q^q^'*q -^r- .. t-) + ö =0, 
^^2 ^3 ^nda da t 

*2 ^n 

einer Gleichung mit nur n — 1 unabhängigen Variablen, 
in welcher a eine willkürliche Gonstante bedeutet. Ist 

nämlich V = O (q ,.q a a ..a ) eine vollständige 
Lösung derselben und benutzt man (2> zur Transforma- 
tion von (2), indem man setzt: 

dO^ dO^ 

so geht hierdurch (2) offenbar über in 



W) 
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da, 

— = 0, X = 2,3,. .n 

db db 

= 1, 5-^ = 0, X = B,i,..n. 



\ \ 



Da man aber die Integrale von (4') sofort angeben kann, 
so bat man auch die von (2). Die letzteren lassen sieb, 
wie man übersieht, in der Form darstellen: 

vfo a a ,.a y b ..b die iDtegratioDsconstanten sind. 

Nachdem gezeigt ist, dass man die Integrale von (2) 
stets erhalten kann aus einer vollständigen Lösung von 
(1), wäre es am Platze, nachzuweisen, dass auch das 
Umgekehrte Statt findet, dass man nämlich aus einem 
vollständigen System von Integralgleichungen von (2) 
eine vollständige Lösung von (1) finden kann. Es ist 
indes für das Spätere nur nöthig, den folgenden Satz 
aufzustellen: 

Hat man eine Function O = Ö> (g q .. q a ., a ) 

und es ergiebt sich, für U = H{q 2^ •• ä P^-* p) at«s 
den n Gleichungen 



dq^ k dq^ 
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E — E =^0, so ist U» eine vollständige Lösung der part. 
Diffgl. (1). 

Die Richtigkeit dieses Satzes leuchtet unmittelbar ein. 

§ 4. 

lieber einen gewissen Znsammenliang der Integrale 
eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen. 

Nachdem der Zusammenhang zwischen partiellen 
Differentialgleichungen I. Ordn. und canonischen Sy- 
stemen erkannt ist, scheint es nicht unangemessen, 
Einiges über die Integrale der Letzteren zu bemerken, 
was auch für das Spätere nicht ohne Nutzen ist. 

Schon Jacobi hat gezeigt, dass man aus zwei Inte- 
gralen des Systems 

dq^ dH dp^ dH 

wenn H die Variable q nicht enthält (was z. B. im 

Falle der Mechanik i. A. Statt findet), durch Differen- 
tiation noch ein drittes herleiten kann, aus diesem und 
einem der vorhergehenden wieder ein neues, u. s. w. 
Die Ausfuhrung dieses Verfahrens wird natürlich dann 
illusorisch, wenn man durch die Differentiation auf ab- 
solute Gonstante, z. B. etwa Null, oder auf schon be- 
kannte Integrale, geführt wird. 

Man kann indes leicht zeigen, wie sich bisweilen 
schon aus einem einzigen Integrale neue herleiten las- 
sen. Sei nämlich et = U>(q,q^"Q P^** p) ein be- 
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beliebiges Integral von (1), so genagt bekanntlich 9) der 
linearen Differentialgleichung 

und umgekehrt ist jede Function, welche diese Bedingung 
erfüllt, ein Integral von (1). Wenn nun (f eine belie- 
bige der Variablen q,q .-g p '*p ist und a in H 

nicht vorkommt, so differentiire man die identische 
Gleichung (2) nach a. Dann wird 

ftp] + ^if(pm_Bj9j^ ^ ^ 

«4,\«»;^ HW«** «P4\««/»?j 

Man sieht also unmittelbar, dass auch -—- ein Integral 

von (1) ist. Also: 

Ist a eine der Variablen q q •-q p **p undJcennt 

man, wennts in H nicht vorhommt, ein Integral q> von (1), 
so ist auch ^ Integral von (1); ebenso ^ etc. 

Es lässt sich übrigens in ähnlicher Weise zeigen, 
dass man auch durch Quadraturen neue Integrale aus 
eineip bekannten finden kann. 

Es mag zu dem obigen Satze ein einfaches Beispiel 
angegeben werden. Sei m ein beliebiger von n — 1 

freien Massenpunkten, welcher sich zu irgend einer Zeit 
in einem Pupkte mit den rechtwinkligen Goordinaten 
g , , g , g befinde. Denkt man sich das System der n—1 
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MasseDpunkte in Bewegung begriffen und, wenn q die 

Zeit repräsentirt, die HamiUonschen Bewegungsgleichun- 
gen aufgestellt in der Form : 

wo X die Werthe 1, 2, 3 annimmt, so hat, wie man 
leicht sieht, die eine Reihe der Schwerpunktsintegrale 
die Form: 

^° Kk' Kk' ^äk konstante sind. Durch Differentiation 
nach q ergiebt sich 

dß k=n 

d. h. man erhält die drei andren Schwerpunktsintegrale. 



§ 5. 

Vermittelst eines Integrals eines canonischen Sy- 
stems wird eine part. Dlffgl. mit n unabhängigen 
Variablen zurückgeführt auf zwei andre, deren 
eine n— 1, deren andre eine beliebige Anzahl, aber 
höchstens eben&lls n— 1 nnabhSnglge 

Variable hat. 

Es soll jetzt untersucht werden , welchen Vortheil 
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man ziehen kann für die Integration von 

^ dq ^ 1 2 ^w dq dq 

aus der Eenntniss eines einzigen Integrals des canoni- 
scben Systems 

dq^ dH dp^ dH 

Sei also 

(3) % = 9(a,q^''Q^P^"P^) 

ein Integral von (2), welches durch Auflösung nach p 

TB 

die Form annehme 

Man suche dann eine vollständige Lösang von 

Eine solche sei 5^ = tf>(ä' q ..q a a ..a ) Man 

^^1 ^2 ^«2 3 »^ 

kann dann zur Transformation von (2) benutzen, in- 
dem man bildet 

d0 d0 , d0 

Dadurch geht (2) über in 
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da^ d{H—E) db, d(H—E) 

(6) * 



^1 ^K ' ^1 ^\ 

Man erhält nun offenbar die Integrale von (6) aus 
denen von (2) durch die Substitutionen (5); es wird 
also jedenfalls tp = const eine Integralgleichung von 

(6) sein, wenn man in 9 eben diese Substitutionen 
macht. Hierdurch aber muss sich, weil ip Lösung von 
(4) ist, tp identisch auf a reduciren, d. h. a , einer 

Gonstanten gleich gesetzt, giebt eine Integralgleichung 
von (6). Daher lautet die erste der Gleichungen (6) 

da^ d(H—JE) 

-=— = 0, so dass ist zr: = 0. 

H—E enthält also die Grösse b gar nicht. Nun kann 

man bemerken, dass man die Integrale von (6) erhält 
aus einer vollständigen Lösung von 

dW 

(7) 1^ + {H-E) = 0, 

wo H — E Function von q a ..a b ..b ist und man 

12 n 3 n 

ZU setzen hat 

6 = — 
^ ~ da' 

k 

Die Gleichung (7) hat, wie oben bewiesen, nur noch 
n — 1 unabhängige Variable, ?, a„a ..a . Es lässt sich 

13 4 n 

aber zeigen, dass, kennt man eine vollständige Lösung 
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von (7), sich hieraus unmittelbar eine solche von (1) 

I 

ergiebt. 

Sei nämlich TF = Wiqa^a^..a «^ . . a ) , also 

^^1 2 3 w 3 n'^ 

auch W^ = W -^-a a. vollständige Lösung von (7), 

1 2 2 

so dass die Integralgleichungen von (6) sind 

aus welchen sich ja mit Hülfe der Substitutionen (5) 
die Integralgleichungen von (2) ergeben. Es bestehen 
daher die Gleichungen 



da, da' 

k k 

Aus diesen kann man sich a ,.a ausgedrückt denken 

durch q,q^..q a ..a . Bezeichnet nun im Folgenden 

[] eine Function, in welche man diese Werthe von 
<^^"(^^ eingesetzt hat , so ergiebt sich 

= I -^^ I. Nun ist 





28 

= ~[H—E]—[E] 4- 
Demnach wird 

Daher hat man den Satz: 

Kennt man ein Integral des Systems (2) und ebenso 
eine vollständige Lösung der diesem Integral ent- 
sprechenden part. DiffgL (4), so ist die Gleichung (1) 
mit n unabhängigen Variablen reducirt auf die Gleichung 
7), welche deren nur n — 1 hat. Kennt man nämlich 
eine vollständige Lösung W = W(q. a • • o a ,.a ) 

von (7) und setßt W ^=^ W + aa , so ist W ^ -\- 

^ ^ 1 '2 2' 1 ' 

= V vollständige Lösung von (1), wenn man darin die 
Grössen a^.a vermöge der n — 1 Gleichungen 

d<l> dW^ 



^\ ^\ 



ausgedrückt hat in q q ..q a ., a . 

Man wird von dem obigen Satze in der That häu- 
fig Gebrauch machen können zur Reduction einer part. 
Diflfgl. I. Ordn. Denn diejenigen Integrale eines canoni- 
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sehen Systems, welche gefunden werden, sind in der 
Begel so einfach, dass die ihnen in der Weise von (3) 
und (4) entsprechenden part. Differentialgleichungen sich 
wirklich integriren lassen. Dies wird z. B. immer der 
Fall sein, wenn die gefundne Integralgleichung nur ein 
einziges der p (oder auch der q^ enthält. Habe sie 

etwa die Form 

so wird- der entsprechenden Diffgl. 

00 



\ 



= ^ genügt durch = f^dq . 



Um dann die zur Transformation zu gebrauchende 
Function zu erhalten, kann man bemerken, dass auch 

Lösung ist. Ueberhaupt, wenn das gefundne Integral 
nur m — 1 der jp, enthält, etwa p^.-p , also eine voll- 

ständige Lösung der entsprechenden Differential- 
gleichung nur m — 1 willkürliche Constante hat (abge- 
sehen von der additiven, aber die der Integralgleichung 
mit einbegriffen), so erhält man eine zur Transformation 
taugliche Function durch 

Im günstigsten Falle, welcher für die in diesem 
Paragraphen entwickelte Intergrationsmethode überhaupt 



I 



30 

eintreten kann, sind zur Integration der part. Diffgl. 
(1) im Ganzen nur je ein Integral zweier canonischen 
Systeme von 2(n — 1) Gleichungen nöthig: erstens näm- 
lich ein Integral von (2), welches so beschaffen ist, dass 
die entsprechende part. Dififgl. integrirbar ist ; dann kann 
man das System (2), welches äquivalent (1) ist, zurück- 
führen auf (6). Da aber h in H—E gar nicht vor- 

kommt, so giebt es, wie aus § 4 folgt, ein Integral von 
(6), aus welchem man alle andren durch Differentiation 
finden kann: kennt man also zweitens dieses Integral, 
so kennt man auch sämmtliche Integrale von (2), aus 
welchen wiederum auf bekannte Weise sich eine voll- 
ständige Lösung von (1) ergiebt. 

Wie vortheilhaft nun auch unter günstigen Verhält- 
nissen das angegebne Verfahren zur Integration der 
part. Differentialgleichungen sein kann, so scheint es 
doch besonders interessant, dass man, wie im Folgen- 
den jetzt gezeigt werden soll, von demselben ausgehend 
mit Leichtigkeit auf die Liesche Integrationsmethode 
kommen kann, wie sie Herr Mayer analytisch formulirt 
hat. Der folgende Paragraph dient als Vorbereitung 
dazu. Es mag zunächst hier noch folgende Bemerkung 
gemacht werden. Man kann offenbar die part. Diffgl. 
(1) in der oben angegebnen Weise transformiren mit 
Hülfe einer beliebigen Function d^, wenn dieselbe auch 
nicht gerade vollständige Lösung von (4) ist, sondern 
nur , ausser den Variablen q..q , noch n — 1 willkür- 

liehe Grössen a . . a enthält. Ist <2> speciell so be- 

schaffen, dass die transformirte Gleichung (7) die Form 
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1^ = 

dqi 

annimmt, so dass also auch J? — iJ=0 wird, so ist, nach 
§ 3, Ö> selbst vollständige Lösung von (1). 

§. 6. 

Es wird gezeigt, wie man die <>leleliiiiig (7) des 

YOrigen Paragraphen aufstellen kann, ohne TOrher 

eine TOllständige LSsnng TOn Olelehung (4) 

desselben Paragraphen zu kennen. 

Man kann eine partielle Differentialgleichung 

^ ^ dq ^ ^^12 ^ndq dq 

wenn man von dem Systeme 
dq^ dH dp^ dE 

eine Integralgleichung in der Form 

kennt, nach dem vorigen Paragraphen reduciren auf 
zwei andre mit mindestens je einer Variablen weniger. 
Die erste dieser Gleichung ist 

^ dq 2 ^^1^2 ^n ^dq ^q 

Die zweite kann man erst aufstellen nach Eenntniss ei- 
ner vollständigen Lösung = 0(q q , . q a a .,a ) 

^ 1 *2 ^»2 3 n^ 

von (4). Setzt man nämlich , für il = 3 , 4 , . . w 



32 
d0 dO 

dO 

drückt ferner ^ {-H vermittelst der Gleichungen (5), 

(6) und (7) in ga..a 66^.. 6 aus und setzt 6, = 

dW 

-^ — , 80 ist diese zweite Gleichung 
o a, 
h 

dW dO 
(8) JiI + ^ + ff=o. 

dO 
Hierbei ist, nach Früherem, h in (-JETffar nicht 

enthalten. Da aber h allein in der Gleichung (6) vor- 

z 

kommt, so ist klar, dass schon durch die Substitutio- 

dO 

nen (5) und (7) sich ^^ — UH darstellt nur als Function 

dq^ 
von q a ..a h ..h , weil, wenn hierzu noch die Glei- 

chung (6) nöthig wäre, unbedingt &2 eingeführt würde. 
Also schon nach den Substitutionen (5) und (7), oder 

auch (3) und (7), enthält ^ — \-H keine der Variablen 

q mehr, z.B. auch nicht q . Ist daher c eine will- 

kürliche Constante und deutet das Zeichen [ ] eine 
Function an, in welcher c für q gesetzt ist, so muss 

man genau dasselbe Resultat erhalten, wenn man, statt 
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die Substitutionen (3) und (7) zu machen, die sich 
aus 

' dO dm 

A = 3, . . w 
ergebenden Werthe von p^p^--p q^^q einsetzt in 

Demnach braucht man, um die Gleichung (8) aufstellen 
zu können, gar nicht eine vollständige Lösung O zu 
kennen, sondern nur [<2>], d. h. denjenigen Werth, wel- 
chen <Z> für q = c annimmt. Nun kann man aber 

^2 2 

bekanntlich einen solchen Werth beliebig wählen. Wählt 
man z. B. 

[0] = a g„ + ..a q , 

d[0] ^ d[0] . d[0\ 

so dass -^^-=^ = 0, -^- =a =p , — -- =g = — 6, 

1 X 36 

SO ergiebt sich der Satz: 

Ist F (q q ..q a p . .p ) diejenige Function^ in 

welche — H übergeht durch die Std)stitution (3), die 
eine Integralgleichung des Systems (2) darstellt, so ist 
die Gleichung (1) reducirt auf die beiden andren mit 
mindestens je einer Variablen weniger: 

(y) ^r- = F(q q ..q a -^ — -.-r-) 

^ ^ da 2 ^^1^2 ^n 2 da da ^ 

^2 ^3 ^n 



1 
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/t^x dW TP , dW dW 

(10) -^ — = F (q ,c , — ^ — ,.., — -^ — ,a a ..a ). 

^1 3 « 

Kennt man nämlich irgend eine vollständige Lösung von 
(9), 50 bilde man daraus diejenige O = 0(q q^'-q a ..a ), 

welche für q^ = c^ übergeht in a q 4- . . a q . Ist femer 

8 2 9 3 ti n 

W = W(q a a ..a a ..« ) + « a 

1 ^^1 2 3 n 3 w'' ' 2 1 

vollständige Lösung von (10), 50 ist TFi + <2> = F voB- 
ständige Lösung von (1), jPaZfo ma« dwrcA die n^-1 
Gleichungen 

dO dW 



^\ da 



die 



ie Grössen a , .a ausdrückt durch q q .,q a ,.a 

2 « *l ^2 ^n 2 n 



Die Lie« May ersehe Methode« 

Es ist, wie schon Jacobi gezeigt hat, eine vollstän- 
dige Lösung von 

(^) ö^+^^^i«2-2,ö-.--ö-) = o 

auch gleichzeitige Tollständige Lösung von 

(2) -^r- = F (q q ..q ^r---^=^— ) 

^ ^ dq i'^^i^i ^ndq dq 

^ "^ ög 2 ^^1^2 ^ndq dq 
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und umgekehrt, wenn man nämlich unter F und F 

dieselben Functionen wie im vorigen Paragraphen ver- 
steht. Ausserdem besteht für 

p =s^ F (qa --q p >>p ) 

die Relation: 

dF dF ^-n dF ,dF dF dF 

dq^ dq^ ^ ^^3 ^dq^ dp^ dq^ dpj 

Man kann also, um (1) zu integriren, auch darauf aus- 
gehen, eine gemeinsame vollständige Lösung der Glei- 
chungen (2) und (3) zu finden. 

Es möge für q^ eine neue Variable fl?i eingeführt 
werden durch die Substitution 

(5) ^1 = «1 + («2 — aa) a?i . 

Geht dadurch die Function F über in XJ und deu- 
tet das Zeichen [ ] eine Function an, in welcher die 
Substitution (5) gemacht ist, so erhält man 

SO dass die Gleichungen (2) und (3) übergehen in 
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Setzt man noch 

dU 



% 



=n ^=f.-^\ 



80 kann man nachweisen, dass die Gleichung besteht 
dF t=nldFdf^ dF df; 



(8) 



dF k=nßFdf^ dF df\ 



Es lässt sich nämlich die linke Seite derselben umfor- 
men in 

wonach in Folge (4), die Behauptung erwiesen ist. Nach 
(8) ist aber 

F = const. = c oder p'% = /i — c 

eine Integralgleichung des canonischen Systems 

dx^ ~~dp\' dx^~dq'^ 

welches seinerseits der partiellen Diffgl. ^7) entspricht. 
Diese kann man also in der früheren Weise transformi- 
ren mit Hülfe einer vollständigen Lösung von 

dq^ 2^ 1^2 "^ndq^ dqj 

Ist aber U = U{x q , .q a , ,a ) eine vollständige 
Lösung für (6), so ist es auch ü' = U — eq für (9), 
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und ist Ui diejenige votlständige Lösung von (6), wel- 
che für 0' =a den Werth q a 4-, ,q a annimmt, so 

gilt dasselbe von U\= Ui — C2g'»+C2a2 für (9). Wen- 
det man aber U\ als Transformationsfunction für (7) 
an, indem man die Substitutionen 

du' . dU . . dir 

dq^ dq^ da^ h 

gebraucht, so geht (7) über in 

dW ^ , dW dW 

1 3 n 

in welcher Gleichung die rechte Seite Null .wird, zu 
Folge der Definition von /i. Nun kommt die erste der 
Substitutionen (10), da ^s in (7) nicht vorkommt, gar 
nicht zur Anwendung, und mit den übrigen sind iden- 
tisch die andren: 

, dU du 

^k k 

Da also durch die Substitutionen (10') die Gleichung (7) 

dW 
in -^r — = übergeht, so ist, nach der Schlussbemer- 

OXi 

kung von §. 5 , Ui selbst vollständige Lösung von (7). 
Da aber, nach Voraussetzung, Ui auch gleichzeitig voll- 
ständige Lösung zu (6) ist, so ist es auch, wenn man 
rückwärts darin setzt 

gl — «1 
xi = , 

g2 «2 

vollständige Lösung der beiden simultanen Gleichungen 
(2) und (3), und somit auch von (1). 
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Das Resultat kann man schliesslich so zusammen- 
fassen: 

Um die^ partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit n unabhängigen Variablen 

dq^ ^12 ^^dq^ dqj 

zu integriren, suche man zu dem canonischen System 
dq^ dH dp^ dH 

eine beliebige Integralgleichung. Kennt man als solche 

^2^^^^t^2"^n^2"^f) ^'^^ ^^^^ **** ^^^ ^^'^^ ^2 "^ 
-^o (2 2 • • 2 öt ^ • -jP )? wwdT greÄ^ — jET dwrcÄ die Sub- 

2 12 9t 2 3 tt 

stitution p2 = J'g w&cr in Fi; setzt man ferner in Fi 
und F2 

qi = «i + C?« — cc%)xi 
wo «8 und «1 willkürliche Constante sind, so ist die Inte- 
gration von (1) zuücJcgeführt auf die der part. Diffgl. mit 
nur n — 1 unabhängigen Variablen: 

,au ^, dUdU^, ^, dUdU 

^ 'dq ^^ 1^2 ^n 2dq dq 1 i 1 « ^ 2dq dq ^ 

Ist nämlich Ui diejenige vollständige Lösung von 
(6), welche für q =a den Wertha q -j- -» c^ q erhält, 

22 «SS n ft 

und eliminirt man Xi in Ui durch 

Xi = 

q$ a% 

so ist die resuUirende Function eine vollständige Lösung 

von (1). 
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Man kann das Bisherige leicht übertragen auf den 
Fall, dass es sich nicht gerade handelt um die Integra-^ 
tion der Gleichungen (2) und (3), sondern überhaupt 
um die Integration eines sogenannten Jacohischen Sy- 
stems simultaner partieller Differentialgleichungen 1. 
Ordn., welches die Formel hat 

(11) p =-F, p =F,...p =F 

WO dieJP Functionen von Q q ».q p . -.p sind und 

dV 
i. A. p zur Abkürzung für — gesetzt ist; wo ferner 

für jedes Paar der Gleichungen (11) diej Relation be- 
steht 

2 K — -^ ) -^ ) 5 ) —^- — ) = 

»=2 ög^. dp. dp, dq. 

Führt man dann neue Variable x x . .x - ein 

1 2 m — 1 

durch 

(13) 2x=""x + (^m~'*m^^r ^=1)2,..W — 1, 

wodurch f^ übergehe in J7, so treten in der früheren 
Weise an Stelle von (11) die Gleichungen 

(14) — ==((Z ~« )-?,, A=l,2,..fn — 1 

(15) T^— = JP +a; F +...ä; F 

^ ^ da m'ii' m — Im — 1 

m 

Man weist nun analog wie oben nach, dass eine voll' 
ständige Lösung von (15) auch vollständige Lösung für 

eine jede Gleichung ^r— = (o' — a )F, ist. Setzt man 

OX fn m A 
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nämlich 

F -{-x F +..aj F —p =f —p' =JF 

m ' 11' m — 1 w— 1 '^ m 'm m 

SO zeigt sich, dass in Folge (12) die Relation besteht 

dF ^=ndF df^ dFdf 
(16) 2 {—--±— ^) = 

Demnach ist 

F = const. = c oder p' = f — c 

m m 

eine Integralgleichung des canonischen Systems 



dx^ dp'^ äXj^ dq^ 



x=sm, m-\- 1, ..«, 



welches seinerseits einer der Gleichungen (14), nämlich 

J\ TT 

-— =/", = (0 — a )F^ entspricht. Um nun weiter zu 

beweisen, dass eine vollständige Lösung von (15) auch 
vollständige Lösung für die zuletzt angegebene Gleichung 
ist, kann man genau so verfahren, wie es oben gesche- 
hen ist, indem man nur die Indices X und m resp. für 
1 und 2 setzt. Die Integration des aus m Gleichungen 
mit zusammen n unabhängigen Variablen bestehenden 
Jacobischen Systems (11) ist daher zurückgeführt auf 
die Integration der einen part. Diögl. 1. Ordn. (15) mit 
n — m+l unabhängigen Variablen. 



